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@ Odrediti projekcije / linije L na ravan xoy:

77. L:4—-x2—y*=2, z=)2

78. L:x?+y*=2z2, (z>6), x+y+z=1
79. L:x*+y*+22=4, x2+y?’=2z2, (z>0).

80. L:x2+y*+2>=a% x+y+z=0.

81. L:2x+y+z=1, x—y—3z=5.

82. L:z=x2+y?, z=2x+2y.

RjeSenja:

77. Linija L je data kao presjek povr8i z=4-—x2—3y2 i z=)?
(paraboloid i cilindar). Projekcija linije L na ravan Oxy je skup onih ta-
¢aka (x, y) za koje je aplikata z sa jedne povrii jednaka aplikati z sa
druge povrsi, dakle, taj skup odredujemo iz uslova

"4 x2—y?=1y2
Projekcija je, dakle, elipsa
2 2
78. 1=2x+2y—2xy.
79. x2+y*=2.

1.

*|

80. Kriva ima projekciju
Sl 10
2x24+2y*+2xy—a®=0. .
To je elipsa sa centrom u (0, 0). Ose elipse su prave y= +x, a polu-
. a
ose su a'i 3 (sl. 10).

81. 7x+2y—8=0. 82. (x—1)2+(y—-1)?2=2



@ Po definiciji izraunati integrale:

83. [ [ xydxdy. 84. [[ x2ydxdy.
0<x<a 0<x<C1
0<<y<ch 0<y<li
Rjesenja:

83. Funkcija f(x, y)=xy je neprekidna pa i integrabilna na pravo-
gaoniku 0<<x<{a, 0<<y<b. Podijelimo dati pravougaonik pravama x=ux;

(i=1,...,n), y=y,(=1,. m) Po definiciji je
[ xydrdy= lim S ) =5 ) 53
m—oo i, j=1

pri ¢emu maksimalni podjeljak teZi nuli kada m— oo, n—> 0. Izaberimo da je:

a |, b -
x,.=—-l, yj=_], .
n m
i da je
a b .
M= (-, ——(;—n).
n m
Bide:
ff xydxdy = lim 2—(1—1) ——(]
O<x<a neii =1
0<y<b m=>
5 a2
= lim =~ —z(z—l)z(1~1)~
L =
2 K2 - . - . 2 K2
— lim a’b .(n )-n (m 1)m=ab .
e n?. m? 2 2 4
84. i
6



@ Po definiciji izradunati integral:

85. [[ ex+rdxdy.
agxgb
RjeSenja: er<d

85. Integral postoji jer je funkcija f(x, y) =e*t” neprekidna. Segment

[a, b] podijelimo pravama x;=a-+ —a

-i, (i=0,1,...,n), a [c, d] prava-
n

ma yj=c+i;n—£-j, (j=0, 1,..., m), i u pravougaoniku [x,_,, x;; Vi1 ¥l

uolimo tatku M, = (a + b-a -i, ¢+ d-c -j ) Formirajmo integralnu sumu
n m
Smon= D SMy ) (= x,_) (i —yim) =
i j=1 )

i %ea-f'—x +=%j b—a d-c
i=1 j=1 n m
b—a m d—c
b—a d—c¢c * . —=
e e —Sen . Jem .
n m =1 j=1

=e. n L€ . n
n b-a n d—c
| l—em
Kako je
lim 2~ 2. =1 -1
n—w n b—a 4,01 —e*
l1—en
i
im9=C Ly
m—s>w M d—c
o l—em™
to : ol
__ob—a 1—e?-¢
lim S,,,,,,=e°-(1 e )-ec-( )=
=(e*—eb)- (ec— ).
Dakle,

[ etraxdy= (e~ e¥) (e~ ).

a<x<b
e<y<sd



®

1 x
86. [dx [f(x, y)dy.
0 0

4 12x

88. f dx [ f(x, y) dy.

3x2

2—-y
90. f dy [ f(x, y)ax.
oYy
RjeSenja:

1 1. '
86. [dy [ f(x, y)dx.
0 y

88. —-12x=>x——y—

y

y 3x2 = x= \/—-,
f ff(x,y)dx 6L 11).
°.
12

1 y

89. [dy [ f(x,p)dx+
[1] (1]

2 2—y

+ [dy [ f(x, yydx. (sl 12).
1 o

o

90. Oblast integracije (sl.

2

e Inx

87 fdx ff(x, y)dy

1 2—x

89. [dx [ f(x, y)dy.
0 x .

24V7—6y—y? ,
[ fex yydx.

2-V7=6y=»2

1
91. [dx
-7

1 e

87. f dy [f(x, y)dx.

r4

14,48)

Promijeniti poredak integracije u sljedeéim integralima uzimajuéi da
je f(x, y) neprekidna funkcija:

~

Sl 11 SL 12

13) dijelimo na dvije; bice

2 2—x

f dx f fx, yydy+ f dxf f(x, y)dy.

91. Nacrtajmo linije koje ograniéavaju oblast integracije x,=

—VT=6y—y% x,=2+VT—6y—

2—

-7, y=1 Linije x, i x, su polu-

kruZnice kruimoe (x— 2)2+(y+3)2— 16. Oblast integracije je unutragnjost
kruga (sl. 14), pa je dati integral jednak integralu

6 —3+VI2—x212x y
[ax [ fexydy. T~ o
Y -2 _3_ynTarg2x 5 m— -
I
L
1 F—1——02-3 ,
‘2‘}’ \
0 = S~

Sl 13

Sl. 14



@ Promijeniti poredak integracije u sljedeéim integralima uzimajuéi da
je f(x, y) neprekidna funkcija:

1 1+V1-2 n  sinx
92, f dy 2 [ 1 y)ax 93, ofdx of f(x, y)dy.
-y’
0 2Vi+y 2—y
94, fdy f f(x,y)dx+fdy f f(x,y)dx
-1 iy —2V1+y
v Vite 1 V3o
95. [dx- [ f(x, y)dy 96. [dy [ f(x,y)dx.
0 —(1 x2) 0 123 ‘
Rjesenja:
2 Vax—x2
92. fdx2 f f(x, y)dy.
1 m—arc siny 2 2-x
93. [dy [ f(x, »adx. 9. [dx [ f(x,y)dy.
. 0 arcsin y —6 x_z_l
2
12 Viey2 V1=
95. [dy [ f(x,p)dx+ fdy j fx, y)dx.
° Vi3 12

96. Oblast integracije (sl. 15) ogranitena
je pravama y=0, y=1, lukom parabole
2
X =%— i lukom kruZnice x%+y%=3,
(x>0).
Prava y=1 i parabola sijeku se u

y=!

y
ta&ki sa apscisom —;-; prava y=1 i luk ! V3 x‘

x=V3_— y* sijeku se u tacki sa apsci-
som }/2. Otuda je

12 V2x 11 ’
[ax [ fendy+ [dx [fix,y)dy+ SL. 15
° 0 : 127 0

Vi V3==

+ fdx ff(x,y)dy.
V‘z' 1]



@ Izradunati integral I:
9.

ff sin (x + y)dxdy. 93, fj (1 —-%‘x—%y)dxdy. |

T
0<x< : _l<x<t
—2<y<2

o<ysx
RjeSenja:
97. Integral éemo izraCunati svodenjem‘ na jednc;strixke integrale. Bide
/2 2 w2
I= fdxfsm(x+y)dy fdx[ cos(x+y)]l f[cosx cos(x+ > )]d

Tt/2 Tt/2
=sinxl)—sin(x +—;—)| =14+1=2.

.

0
1 2

1 2

) 1=fdxf(l»—%x———;—y)dy= f(y__xy__l.y)
-1 2 : _h

dx =

1

= f(4 -——;ix) dx%<4x—%x2)_£l= 8.

-1
Ako se izvr§i integracija najprie po x pa po y, dobice se isti rezultat
oy 1 1 : 1 1 N\
= |d l——x——yjdx= (x———xz——x) dy=
f g f (1-3%-37) f 6 4|7
-2 -1 . ~2 . -1

2

2
1 1
—[(2-2L d=2——~2)=
f( 2y)y(y4y
22 . Z2

x

x

99, 1 fdx (2 + y?) dy — fdx(xzy+ )

i 2at




.

@ Izradunati integral I
10. [ (x—ydxdy. ;

. —-3<x<1
2x—1<y<2—-x2
101. [f @x*+y*+ Ddxdy. 102, [[ x2dxdy.
o<x<1 |x|+|yI<t : .

<y<i—x

103. f f (x+y)dxdy, gdie je D oblast ogranitena linijama y=x?, y=x.
D ~

RjeSenja:

100. Prava y=2x-—1 i parabola y=2-x? sijeku se u tatkama
(=3, =7, (1, 1) (sl. 16). Bice: ,

2—-x2 2—x2
2
I= fdxf(x y)dy= f(xy——%—) dx=
-3 2x—1 2x—1

1
——-f(Zx X 2+2x2—7x4 24 x4+ 25— 2x+%>dx==
-3

1

='f’(éix4—x3+2x2+x‘-—'i)dx'=4—‘-"-'.
J\72 2 15
-3

102. Oblast integracije prikazana je ha sl. 17. Bice:

0 14x
I= ff x*dxdy — /xzdxfdy+ xzdxfdy~
[(r,r) iy o<t ex
|

?’I x o °

=2fx2(1—x)dx+2fx2‘(1+x)dx=——

0 -1

SL. 17

; B3 x . 2 4 3
103. 7= [dx [ (x+y)dy= '(x2+x——x3—x—)dx——
af f +y)dy f 2 2 20

X 0 :



Zadaci za vjezbu

U zadacima 3466 — 3476 proceniti daté integrale. .

3466. [ [ (% ie D—krug : .« v .
fbf(x+y+ !0)dc, gde je D—krug xzf)ﬂ<4. Rjesenja
3467. [[ (x*+4)2+9)do, gde je D—krug x*+y*<4.
b 3466. 87 (45—V2)<I<8n(5+V2).

3468. ff (x+y+1)do, gde je D—pravougaonik 0<x<]I, 0<’y< 2, 3467. 36<I<100m.
D . N~

L i SONL - 3468. 2</<8. 3469. ——8<I<—§-.
3469. [ [ (x+xy—x*—y)da, gde’€ P—pravougaonik 0<x<1, 0<y<2. X
o . AR 2470. 0<I<64.
3470. ffxy(x+y)do-, gde je D—kvadrag 0<x<2, 0<y<2. 3471, 4<l<36.
D
3472, 4<i<8(5—2V2). 4n<i<22m.
3471. [[ (x+ 1) do, gde je D—kvadrat 0<x<2 0<y<2. ,, (
? .. ) 3474. 0<I<g—nR’.
3472. [[ (x*£y2—2V/ X2 +y? +2)do, gde je D—kvadrat
D 3475. 4<I<72.
0<x<2, O<y<2. . "
. 29 I<i<S2®m) 3.
3473 ff (x*+y*—4x—4y+10)do, gde je D—oblast ograméena elipsom 3476. 297 V3<l<s52m
x2+4 yz—- x——l6 y+ 13=0 (ukljudujuéi grahicu). 3477. 1. 3478. (e—1)%.
U zadacima 3477 — 3484 izraCunati date dvojne integrale po pravo- 3479. E
ugaonim oblastima D koje su odredene nejednakostima navedenim u zadacima. |
4 2+V2
. In—. . In .
34717. £fxydxdy (0<x<1, 0<y<2). U
3478. !}j errdrdy (0<x<l1, 0<y<l). 2w s oL
3479. ff?iz;z_dxdy 0<x<1, O<y<]). s 3x;4 .
+ 0y
M85 [dx [ fdy. 3486 [dx [ f(x)dy.
3 3x+1 (] 1]
3480. ff Ed  0<x<l. 0<y<). ;
. x+y+1)? L
1 Vi 1 1=x
. ,y)dy. 3488, [ d. L,y d
3481, j‘f __ydxdy ~ (O<x<l, 0<y<l). 3487 !dx of fx,»)dy fxxflf(xr)y
1+x2+ .
( ”” x ¥z  4em 2 3 ra-=
2482, ffxsin(x+y)dxdy (0<x<1:, 0<y<,—). . [ a [ femnd. 0 [& [ seadb.
2 -¥z = -2 Syi=
D ‘2
3483. [[x2yerdxdy (0<x<1, 0<y<2). PR W
b 3401, [ dx [ rena.
/ o _ —
3484. ffxzycos(xyz)dxdﬁ (0<x<%, 0<y<2) -Vax—x
U zadacima 3485 — 3497 naéi granice dvcstrukcg integrala na koji se

svodi dvojni integral f f f(x, y)dxdy za date (kona&ne) oblasti integracije D.
D

3485. Paralelogram koji obrazuju prave

x=3, x=5, 3x—2y+4=0, 3x—2y+1=0.
3486. Trougao koji obrazuju prave x=0, y=0, x+y=2.
3487. x*+y>< 1, x>0, y=0.
3488. x+y<l, x—y<l, x>0.
3489. y>x? y<4—x2,

x2 2
3490. :— + ;— <. 3491. (x—2)2+(y—3)*< 4.



3492. Oblast D je ograniena parabolama y=%2 i y=} x.
3493. Trougao koji obrazuju prave y=x, y=2x i x+y=6.
3494. Paralelogram koji obrazuju prave

S y=x, y=x+3, y=—2x+1, -‘y=—2x+5.
3495, y—2x<0, 2y—x>0, xy<2.

3496. y*<8 x, y<2x, Yy+4x—24<0. . Rjegenja

3497. Oblast D je ograniena hiperbolom y>*—x2=1 i krugom x?+y?=9

(misli se na onu oblast u kojoj leZi koordinatni pocetak). ! V=
U zadacima 3498 — 3503 promeniti redosled integracije u datim inte- 302. f b f S 2 dy.
gralima. . o
1V Vice 2= 3 6o

1 v e
3498. [dy [ f(x, dx. 3499, [dx j fx, ») dy. dx f [ y)dy+ f dx f fx N dy.
o y -1

‘ul—\ wl® e\ »

s
N T s 43 I s-a2x
3500. [dx [ f(x, y)dy. M [ax [ sendy+[dr [ fendye[dx oSy
0 x 2 1—-2x . 2 x
1 V—-——T 3 ) 3
2 vz " , 2
. . dx x’ d : 1 2x
35“1_!_ __x_{—,,:;f( N, mjdxjf(x.y)dy+fdxff(x,y)dy
2 , 7 7
2 2> " 2 6—x 0
3502. fdxff'(x, y) dy. 3503. fdx f f(x, y)ay. 20 2x 7 2= 8 24—4x ‘
o | ° = M6. [ax [ fenar+[ax [ s ndy+[de [ fexpdy.
3504. 1zmeniv3i redosled integracije predstaviti 0 oy Ty 3
dan 1zraz u obliku jednog dvostrukog integrala:
2 2-x -2 Vo—x2 2 Vi+x2 3 Yo—x2
-l)fdxff(x, y)dy+fdx ff(x, y) dy; M. [ar [ fex, y)dx+£ [ renar+ [ax [ pex, ndy.
=3 _Yo== -2 _Yire 2 -5z ~
_(3..
1 3 ? 1 x 1 yl_—y—
2)fdxff(x, y)dy+fdx f S y)dy; 3498, [ax [fx, Ndy. 3499, fdy f S ).
(] x2 —Vi—»2
2
%3 2 1—Var—xi=3. r y -
¥ ) ' . y)dy. 3500. | dy f(x, y)dx. 2 Va-2n2
3 6[ a | S v+ [ de [ 1oy | a ,f,_,, —_ o [
3505, Predstaviti dvojni integral [ [ f(x, )dxdy po oblastima D prika- -V Ve

2

D o . y 4 2
‘zanim na sl. 62, 63, 64, 65, — u obliku zbira dvostrukih integrala (sa naj- 3502, f dy f £, y)dx+ f dy f f(x, y)dx.
- 1 1 2

. yA x
’ﬂ‘ ,B(5,4) i s
. 6—-y
23] _\(33) 3503, j dy f f(x, y)dx+ f dy f f(x, y)dx.
2-y 1 3-2y
. o) 3504. 1) jdy j f&x »dx; D f dy [ f(x, y)ax:
> - ot v
x o ! x 1 2—V2.v—y1
SL. 62 SI. 63 y[fay [ s e
0 3
y z
. y y+6
1 v 1. 2 2y
/3\. 3508. l)fdyff(x, y)dx+fdy f S(x, y)dx;
' 4 ! : 2 2 2y-3
(1,1 f—1. L 31) {enf o \an oy
. = N \ 3 T2 ' 3 14+V352x—x7
ool S ol 3 ¥ % 2[d [ f&xrdx 3)fdx j f@x, ndy;
SI. 64 SI. 65 1 41
2
manjim brojem sabiraka). Grani¢ne linije 1 3+VicHE 2 24V55=F
oblasti prikazanih na sl. 64 i 65 o far [ sepaxefdy [ 5o

sastoje se iz pravolinijskih odsetaka i krunih lukova. 0y _VimE 1 o y5=n



U zadacima- 3506 — 3512 izrafunati date integrale:

s Vx 4  2x ? iy
3506. l);fk!dy; - 2)[\4::[%@; 3)fdyfe‘dx

3507. [[ x*y2dxdy, D—krug x*+ y2 < RZ.
D

3508. [ [ (x*+y)dxdy, oblast D je ogranitena parabolama
. ,
y=x%iy=x.

3509, f f ;zx-z-dxdy, oblast D je ogranitena pravama x=2, y—x i hiper-
bolom xy= lf

3s10. f f cos (x+ y)dxdy, oblast D je ograni¥ena pravama x=0, y=x
iy=x °

3s11. ffVT—yzoblast D je &etvrtina kruga x2+)*< 1, koji lezi u
prvom kvadrantu

3512. ffx‘yzyl—-x’—-y’dxdy, oblast D je ograni&ena krivom x¥+yi=1
i koordmatmm osama.

_3513. Naéi srednju vrednost funkcije z= 12—2x—3 » u oblasti ograni-
Cenoj pravama 12—2x—3y=0, x=0, y=0.

3514. Naéi srednju vrednost funkcije z=2x+y u oblasi ogranifenoj
pravom x+y=3 i koordinatnim osama. : ,

3515. Naéi srednju vrednost funkcije z=x+6y u oblasti ogranidenoj
pravama y=x, y=5x1i x=1. G .

3516. Na¢i srednju vrednost funkcije z= ) RZ—x2—2 u krugu x? + y < R2,
. S

Rjesenja

3
2 2 1 33 ‘9
. 1) —a ; ; 3) —.  3507.0. 3508. ——. 3509, ..
35“1)30,2)9 3)2 o -
d 4 13. 4. 3514.3. 3515 122,
3810, —2. 3811, —. 3S12.—_. 3513.4. 3. -

6’ 1357

2
. —R.
3516 3
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@ Oblast D preslikati pomocu preslikavanja f: (x, y)—(u v).

a parabolama y?=px, y*=gx, x’=ay,

108. D je oblast ogranien:
likavanje f je dato jednakostima y*=ux,

x2=by, 0<p<gq, 0<a<b, a pres
x2=vy.
Rjesenja: 7
e e X2
108. Odredi¢emo Jakobijan preslikavanja. Kakojeu ==—, y=-—, t0 je:
-

ouou| | _y 2y
D,v)_|9x 0y |_| X X | | 4% | _4__3
D(x,y) |ov ov | | 2x x* Xy o
ox Oy v
Dakle, -
D (x,
BLICS N W
D (u, v) 3

pa je preslikavanje obostrano jednozna&no. Slike datih

- e . parabola su prave

114) =p, u=g, v=a, v=>, a oblast D (sl. 24) se preslikava na pravouggonik
(sl. 25). Tatka M & D preslikava se na M'cD’.

y o
x2=ay x%=by v
y2=qx
- y2: px
b v,
/44'
a
0 x Y p g u

SL. 24 SL 25



@ Oblast D preslikati pomocu preslikavanja f: (x, y)—(u v).
109. D ={(x, »): ——72:—< xgl:;—, 0<y<a} , a preslikavanje f je dato
sa u=sinxchy, v=cosxshy.
Rjesenja:

109. Preslikavanje je obostrano jednoznatno na D\ {4, B}, jer je

Ou du| | cosxchy sinxshy
D(u,v) |9x Oy
D(x,y) |ov ov

0x 0y —sinxshy cosxchy

= =cos2 x ch? y +sin? x sh? y=£0

za (x, yy €D\ {4, B}. Dio —%gxglzr—, y=0 preslikava se na dio

—1<u<1, v=0 prave v=0 (sl. 26 i 27). Duz BC ima jedna&inu: x =
=§ » 0SKy<Ca, pa je njena slika skup tadaka (u, v) za koje je u=chy, v=0.
y v
i sha
o d T m o <z M
’ o' K— 8 c
-cha -1 o T cha uy
A-F) 0 Bz
SL.-26 Sl 27

DuZ DC ima jednadinu y=a, ——121<x s—g—, pa se preslikava na

skup tadaka (u, v) za koje je u=sinxcha, v=cosxsha, v>é;, tj. na gornju
polovinu elipse -
u? v2

~ ch?g sh?a
DuZ DA preslikava se na duz D' A’ (sl. 26 i 27).




Da se unutrainja tacka M oblasti D preslikava, u unutrainju taku
oblasti gornje poluelipse, moZe se zakljuém na sljedeéi nadin. Kroz tacku
M uodimo duZ d paralelnu sa duZi AB; njena slika ée biti gornji luk elip-
se &ije su poluose manje od cha i sha, pa kako Mcd => M'cd’, to
slijedi zakljudak.

Primjedba. Neka student sam nade sliku pravougaonika D={(x, y):
- I1<x<l, 0<y<a, o<1<_"— (sl. 28a i b). (Prava x=1 se preslikava

na skup tadaka (u, v) za koyz _]e u=sinlchy, v=cos/shy, tj. na skup tadaka
Y o ch?y—sh?y=1.)

u, v) hiperbole —— —
(. v) ‘hipe smI cos2/

P
\ y
\ T

N! S\ a .

“cha < J-sinl 0 sinl\ 1 cha u ‘ Q P
M N X
_% - [4 ! _}r_

Sl. 284a : Sl1. 28b

Kada l—»g-, onda figura M’'N’P’'Q’ (sl. 28 a) postaje gornja po-
luelipsa, tj. N'P’ (luk hiperbole) teZi duZi ST.



@ Oblast D preslikati pomocu preslikavanja f: (x, y)—(u v).

110. D={(x, y):|x|<Ina, ——i—ngyg%n], a preslikavanje f je

dato sa u=e*cosy, v=e*siny.

Rjesenja:
110. Odredimo sliku konture oblasti D (sl. 29a).
\4
y
D Era C c'
AN \\
(o} u
-lna Ina A
0 X
! 7 B o
Sl 29a Sl 29b

Du? AB ima jednadinu y= — % , —Ina<x<Ina, pa ée biti (sl. 29b).

A’-B'={(u, v):u=i._, v=——ex—, —lnagxglna},
V2 V2
-1
dakle, A'B’ je dio pravev= —u, pri emu je v<0, i to———a—<v<—— a

V2 V2
Na isti nacin zakljuujemo da duZ CD ima sliku C’'D’, duZ na pra-

voj v= —u,

-1

a
— Y —
2 Y2

Q

<

Duz BC ima jednadinu x=1Ina, — %g y <37:c , pa ¢e njena slika biti

skup. taaka {(u,v):u=a-cosy, v=a siny}. Dakle, to je dio kruZnice
polupre¢nika a.

Na isti nadin se zakljutuje da duZ D4 ima kao sliku dio kruZnice
polupreénika g—1.

Preslikavanje je obostrano jednoznaéno jer je

D (u, v)
D(x,y)

=e*>0, za svako x.



@ Oblast D preslikati pomocu preslikavanja f: (x, y)—(u v).

111. D={(x, y):x2+ y2<r?}, a preslikavanje f je dato sa x = pcos 2
y=psing. , :
RjeSenja:

D (x, y)
111. Kako je ———
* Do)

najprije naéi sliku oblasti GC D koja je odredena dijelovima kruZnica po-
lupre¢nika r i ¢, duZima AB i CD, pri ¢emu duZ AB leZi na x-osi, a duz
CD na polupravoj ¢ija je podetna tatka O (0, 0) i koja gradi ugao 27w —38
(odnosno 8) sa polupravom OB (sl. 30a). Oblast G se preslikava na pra-
vougaonik 4A'B'D’'C’ (sl. 31a).

=p, a u tacki (0, 0)ED je p=0, to éemo

9
.18 o8
x
I
ElA c! A}
0 N Zre r @
Sl. 30a Sl 31a"

Ako pustimo da 3—0, onda tatka C—d4, D—B, i D'~>B/, C'>4,'.

Dakle, duZi 4B u ovom preslikavanju odgovaraju i duz A'B" i duz
A'B/.

KruZni prsten odreden kruZnicama polupreéniki r i ¢ preslikava se
na pravougaonik odreden pravama p=¢, p=r, =0, p=2m (sl. 30b, 31b).

Y

/\e r r
N '

SL. 30b Sl 31b

Ako sada pustimo da e—0, onda slika ¢ kruZnice (duZ) tezi duzi
10,2 ©] napravoj p=0 u sistemu Ope. To znali da u ovom preslikavanju
tagki (0, 0) odgovara duZ [0,2x]. Krug polupretnika r preslikava se na
pravougaonik p=0, p=r, =0, p=2m.

Primjedba. Neka student uo&i znadenja velifina p i ¢ u koordinat-
nom sistemu Oxy.



@ Pomoéy smjene promjenljivih izradunati integrale:
114. f f Vr?=(x2 + y?) dxdy, gdje je D oblast ogranidena kruZnicom

D
x2+y2-Fx=0.
115. f f In (x2+ y?) dxdy, gdje je D oblast ograniena kruZnicama
D
X4 yt=e? i x2+y*=et.
Rjesenja:
114. Uvodeci smjenu' promjenljivih- x =pcos¢, y=gsing, podinteg-
ralna funkcija postaje | a®—p?, pa kako je | J|=p, bife
I=[[Va=¢? pdpds.
>

Jednadina kruZnice u novim koordinatama je:
x2+y*—rx=p%cos? g+ p?sin*e—rpcosp=0,

tj P=rCOS(P
Otuda je
"2 o) ' ®/2  rcose
f/2 d?f VT8 odp= [qu>f erz—pzdp—

i 1 . "‘/2 b B . rcosv L "/2 : . ,
. e

= rz—p2)32 d 1 —sindg)de =—-.
‘3‘/‘(;‘9) v= 3.f(.. P de 3

—-m2 0 +1|:/2 'a:

- 115. Sm”jeﬁom x=pcosp, y=psing dobija se
2n e

[+ ydxdy=2 [[olnp dp do=2 [ do [pIng do= -
D D’ 0 e N

e2

=4-n:fplnp dp=41c[%p2 lnp——;—pz] =ne?(3e?*— i)

(Za 1zraéunavanje mtegrala f plnp dp prxml_]enjena je parcualna inte-
gracija.)



@ Pomoéy smjene promjenljivih izralunati integrale:

116. I(r)= f f e~**~* dxdy, gdje je D oblast ograni¢ena kruznicom
D
x24+y2=r2 Naéi lim I(r) kad r—co.

dxdy '
117. , . D={(x, y):x2—y*<0, 1<x?+
ff(x2+y2)(l+19'x2,+y2) ¢
D
+y?<4}.

27 r

Rjesenja: 116. I(r)= f dqafe“”p dp= (1——e—'2 7,

Lim I()==%. Ovo znaél da e .

r—»>co

"("‘f’é;f’fdi‘) ’ fe""dx fe-?’dy~ ff e—""?’dxdy ™,

tj. h
f e dt=‘l‘/?.
<"~ 117. Najprije: skiciraéemo oblast. integracije. Bice:

{(x, )1 x2—y*<0}={(x, y): (x ) (x+)<K0}={(x, »): x<y/\x> .
ii x>yAx< -y},

odnosno
{(x, »): x2 = y2<O0}={(x, ) : x*<p*}={(x, »): [ ¥[<[ i} -
..... Oblast mtegra.cue D prlkazana Je na sl 32a,

y

¥
‘Sl 32b

Smjenom x=pcosep, y=psin <p, data oblast D preshkava se na ob-
last D’ (sl 32a i b), pa Je

T 3ne Came 2
ff (fi?*) ] f(m”_) e fp(l+17'—)

=)
; :\lﬁ

"8l 32a

NEES
p(1+ﬁ)
Smjenom }f p2=1 dobga se 1 =
V‘ : * 34 . 5 '
I=3‘It 1 3n t 32

dtemIn | = In
t(t+l) 2 t+1] 2



@ Pomoéy smjene promjenljivih izradunati integral:
120. f f (x+y)?(x —y)?dxdy, D je oblast ograni¥ena pravama’
D

x+y=1, x—y=1, x+y=3, x—y=—1, p realan a ¢ prirodan broj.
Rjefenja:
120. Koristi¢emo smjenu

. :
X+y=u, xX—y=ve& x=—(u+v), y=—1—(u—v).

Oblast D (kvadrat na sl.33a) preshkava se na kvadrat D’ (sl 33b),
preslikavanje je obostrano jednoznaéno, jer je

Q_Jfax 1 1

R e N
Tlay oy|T|L_n|m TP
ou o0v 2 2

’ 1
i *
! 7] 1 / 3€' u N

l\v 3\* g .
sl 33a b SI. 33b
3 ¢ 1

1 owpel oyt
Bi¢e: I= ffu"v"[]ldudv—-——fu”du fv"dv~ ~——~’ =
2 p+l q+1

(=)

3741 1).[1 — (= 1)e*t -1, ;1.
2(p+l)(q+1)( )-[1—( )"]zapil qaé

) ) . '+l'__
Konatno, I=0 za ¢=2k—-1, +k=1, 2,...; I=—£—-—l—— za
» (p+l)(q+1) -
q=2k, +k=0, 1, 2,.

Neka student samostalno rije$i sludaj p=—1V q—- — 1.



@ Pomoéy smjene promjenljivih izradunati integral:
122. f f (x*+y?»~2dxdy, gdje je D oblast ograniena  kruZpicama
D

L:x?+y?2=2x=0, L:x2+p?—4x=0; L:x2+y*-2y=0, [;:x2+y*—
—4y=0.

Rjefenja: _
122. Napisa¢emo jednadine kruZnica u obliku

X X

L:1-2——=0, I,:1-4 =0,
x2+y2 x2+y2
Li1-2—2Y ——o0, I:1-4—2 -0
x2 +y2 x2+y2
i koristi¢emo smjenu
X —u y —y u =x, v _
Xy x2+ y? w+v: . ur+v?
Pri tome je
Dxy_ _ I , W= 1 .
D(u,v) (1% +v?)? x2+y?
Sada je 1= [ [ dudy,
D’ :
. . , . , 1, 1, 1
pri demu je oblast D’ ogranidena pravama /, :u=?, Liu=—1":1v=—y,

4 2

1":v=%(sl. 34a i 34b).
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‘ b2 { ° 0
:%’E’ﬁ(@*(/{—/f)) =0
Zadaci za vjezbu

U zadacima 3525 — 3331 transformisati dvojni integral f [fx, yydxdy

0

na polarne koordinate p i ¢ (x=pcos 9. y= psing), a zatnm ga svesti na
dvostvruki (sa odredenim posebnim granicama integracije).

3528. D je krug: 1) x*+)*<R% 2) x*+)y*<ax; 3) x*+y*<by.

3526. D je oblast ogranitena kruZnim linijama x2+*=4x, x*+y*=8x
i pravama y=x i y=2x.

~ 3527. D je oblast koja predstavlja .zajedniéki deo dva kruga x2+)*<ax
ix2+y’<by.

3528. D je obiast ograméena pravama y=x, y=0 i x=1,
3529. D je odse¥ak koji prava x+y=2 odseca od kruga x*+ y?=4.

3530. D je oblast ogranitena desnom petljom lemniskate (x2+ y?)%=

- (@),
. 3531. D.. je .oblast odredena ne)ednakostlma x>0, y=0, (x*+)*)3<

y <48 Y -

U zadacima 3532 — 3535 date dvostruke integrale transformisati na
polarne koordinate.
T R VR1~x3 2R V2Ry-»?

3832, [dx [ f(x, y)dy. 3833. [dy [ f(x, y)dx.
0 0 R 0 ‘ '

2z

PORS T
3534.fdx f f(x?+y?) dy.

0 °

A Rx R YRI_xi
3535, [ dy+ f dx f f(—y-)dy

x
R 0

U zadacima 3536 — 3540 izraunati date dvojne integrale prelaze¢i na
polarne koordinate,

3536. f f In (1 + x*+ y?)dxdy, oblast D je &etvrtina kruga x2+ ¥ < R? koja

leZi u prvom kvadrantu.

[1—x— -
3537. f f -—l—mg—dxdy, oblast D je odredena nejednakostima
D

x2+y’<1, x>0, y>0.
3538. f [ (h—2x—3y)dxdy, D je krug x*+ < R:.
)

3839. [ [V R*—x* ydxdy, D je krug x*+)*<Rx.
D

3540.ffatctg—‘1dxdy, D je deo prstena x2+ 2> 1, x2+y*<9, y>
x
D

y<va—3..

X
Vss

Fr{v\.« l.Lw e

f({xw{\ dx JT

=

i ' <K - :
‘ V= ur BN
y“(cosq*&iww) c[VJ‘f =jy"[ (Co&‘(-i-i’i\:@\cl(? JV‘-‘ % r '(3""\" - Cogy tu)
7]

0 0

T

2

Rje§enja

3528. 1) fd?ff(pcow,psmv)s’dp-

“
®

Z acase ‘
2) [ do [ fecose, psinp)pde;
L 0. . o

2
® bsing

3) [de [ fecose psing)edp.
0 0

arctg2 8cos¢
352. [ do [ f(ecosq, psing)pdp.

L 4cos @
4

a
S8F  bsing

321. [ de [ flecose psin@)pde+
0 o '

acosQ

T

7

fdv ff(pcosqa.psme)pdo-
lm

b

g

T e
, fd? ff(pcow,psinv)pdp-
0

[ fGcosq, psing)pdp.
Findo-5)

aVcos2¢
de [ f@cose psing)pdp.
0 -

g

asin2¢

f f(pcose), psm'»)pdp

=1
Nlﬂ O\Ma *Iﬂ%ala

R
3832. [do [ f(pcose, psing)pdp.
o 0 '

T

2 2Rsing
3533. [do [ f(ecose, psing)pdp.
T R

6 2sine



3541. Na oshovu geometrijskih razmatranja pokazati da: ako se dekar-
tove kordinate transformifu shodno obrascima x=apcosg, y=bpsing, u
kojima su @ i b konstante, onda ée elemenat povrSine biti do=abpdpdsy.

U zadacima 3542 — 3544 koristeéi rezultat prethodnog zadatka i iza-
bravdi najpogodnije vrednosti za a i b, transformisati dvojne integrale.

3542. f f S(x, y)dxdy. D je oblast ograniena elipsom “—tz“—-l-—}—:— =1
A '

’ : 2
3543, f f f(x. y)dxdy. D je oblast ogranicena krivom (xu?) —x2y.

3544. f f ( 4-—————{;)dxdy, D je deo elipti&nog prstena ogranide-
. x2 2 ; x2  y?
nog elipsama ;+§=] 402+—4—§——1 koji leZi u prvom kvadrantu,

3545. Izratunati integral f f xydxdy, u_kojem je D oblast u prvom
D

. x2
kvadrantu, cgranitena elipsom ;+—£~ =1

3546. Izratunati integral f f Vv xydxdy, u kojem je D oblast. u prvom
D
2 4
kvadrantu, cgrafliéena krivom (J—;— +§) =§%.
Rjéée nja

R " arctg R

3534, — f fe)epd 3535.1-:— f f(tg 9) do.
1]

] T (t—2)
3536. 7 [(1+R)In(1+R*»—R?. 3531. . 3538. nR*h.
3539 R ( 4 3540 il
. ? n— 3 ) . o 3 .
2n 1

3542. x=2p cosp, y=3p sin ¢; I-6f de ff(chosq>, 3p sin ) pdp.
(] [\]

3543. x=pcoso, y=V3p sing;

V3 cos? g sin @

1-V3 [de i S(pcos ¢, V3 psing)pdp.
0 0

Nla

2

3544. x=apcos @, y=bpsin¢; I=ab f f F(WVa=eHede.
0
a*h?

3548. s 3546.

1
-
Ve
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